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OSGILATH S1 UNDE MECANICE

711 OSCILATORUL MECANIC

1.1.1 Fenomene periodice. Procese oscilatorii in natura siin tehnica

In viata de toate zilele Intdlnim deseori migcéri in care un sistem mecanic, scos din pozitia sa de echilibru si 13-
sat liber, este readus In acea pozifie cu o anumita viteza, sub actiunea unei forte de revenire; de aici, datorita inertiei,
el isi continud migcarea in sens opus. Corpul este adus din nou de catre forta de revenire in pozitia de echilibru, de

unde miscarea continud datorita inertiei.

Miscarea de dus-intors efectuatd de o parte §i de cealaltd a pozitiei de echilibru poartd numele de oscilatie sau

vibratie.

Un exemplu cunoscut este miscarea pendulului constituit dintr-un corp
de masi m suspendat de un fir inextensibil (fig. 1.1). In pozitia de echilibru
(0), corpul atdrnd de firul vertical. Cind este scos din aceastd pozitie si
apoi eliberat (din pozitia 4, spre exemplu), corpul incepe si oscileze de o
parte si de alta a pozifiei de echilibru, descriind un arc de cerc, intr-un mod
regulat si care se repetd. Forta care face corpul s3 revind de fiecare dati spre
pozitia de echilibru este componenta tangentiala a greutatii, G, . Ea joaca rol
de fortd de revenire. Masa m a corpului, misurd a inerfiei acestuia,
determind continuarea oscilatiei la fiecare trecere prin pozitia de echilibru.

Un alt exemplu de sistem mecanic oscilant este o lama elasticd de
otel fixatd cu un capit intr-o menghini (fig. 1.2). Deplasind lateral capatul
superior si eliberdndu-1, lama incepe sa vibreze (oscileze) in jurul pozitiei
verticale de echilibru. Pentru orice pozitie instantanee M, forta de
revenire este forta elastica ce ia nagtere in lama deformati si este orientati
spre pozitia ei de echilibru. Cum forta elasticd depinde de deformare, iar
aceasta variaza in timpul oscilatiei, ne agteptdm ca si acceleratia pe care
forta de revenire o imprima lamei si depindi de deformare. Cu cét lama se
indeparteazi mai mult de pozitia de echilibru, deci cu cit deformarea ei
(sdgeata) § este mai mare, cu atit forta elasticd si acceleratia sunt mai
mari In modul. Remarcati ca atit sensul fortei elastice, cét si sensul
acceleratiei sunt opuse sensului deformdrii § .

Cand lama se indepérteazd de pozitia de echilibru, miscarea ei este
incetinitd, astfel ca la capatul cursei viteza oscilatorului se anuleazi. in

Fig. 1.1

acest moment, forta elastici este maxima si acceleratia de asemenea. Revenirea la pozitia de echilibru este o migcare
accelerati (viteza i acceleratia avand acelasi sens). Viteza devine maxima la trecerea prin pozitia de echilibru, pozitie

in care forta de revenire si accelerafia se anuleazi. Miscarea continud in
sens opus, incetinita la dus gi acceleratd la intoarcere.

O miscare oscilatorie liniara (rectilinie) efectueazi si corpul din fig. 1.3,
suspendat de un resort elastic de masa neglijabild. $i aici forta de revenire
este forta elastica.

Studiul acestui oscilator elastic va face obiectul unui paragraf special.

Putem mentiona multe alte exemple de oscilatori mecanici: balansierul
unui ceas, pistonul unui motor cu ardere internd, corzile unui instrument
muzical, nodurile (atomii, ionii) retelei cristaline a unui corp solid care vi-
breazi in jurul pozitiilor lor de echilibru etc. Inima este de asemenea un sis-
tem oscilant. Toate instrumentele muzicale comportd, asa cum veti vedea in
paragraful de acusticd, sisteme oscilante.
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1.1.2 Marimi.caracteristice miscarii oscilatorii

Vom studia mai inti oscilatorii mecanici — sisteme inchise — care au suferit o perturbatie initiala (scoatere din
pozitia de echilibru, comunicarea unui impuls din exterior), fiind apoi lasati s oscileze liber firi nici o altd influenta.
Astfel de oscilatori efectueaza oscilatii /ibere numite si oscilatii proprii.

Vom aborda studiul sistemelor oscilatorii libere pe modelul simplificat al unui punct material care oscileazi
liniar armonic. Din punct de vedere cinematic, vom caracteriza miscarea oscilatorie liniar armonici prin:

* directia de migcare a oscilatorului (punctul material), cireia ii ata-

sdm o axd de coordonate Ox, de obicei cu originea in pozitia de echilibru
L Fa a oscilatorului, axa pe care vom considera un sens pozitiv de deplasare;

e,L__,, l@ * pozitia instantanee M a oscilatorului este reperati fati de pozitia
A=) 0  M(x) A() de echilibru prin vectorul de pozitie OM . Proiectia acestuia pe axa Ox
reprezintd elongatia oscilatiei, x . Aceasta ia, in mod alternativ, valori
- pozitive si negative prin deplasarea oscilatorului de o parte si de alta a

Ax originii axei.
; “"‘ "‘ Pozitiei de echilibru O ii corespunde x =0. Dependenta de timp a
—\“-}—-r i elongatiei x = x(¢) reprezinti legea sau ecuatia de miscare a oscilatorului.
) (t+A) Experienta aratd cd migcarea oscilatorie este limitati la un interval de

lungime ale cdrui extremitati sunt simetrice fata de pozitia de echilibru.
Vom numi amplitudine a oscilatiei liniare armonice valoarea maxima a elongatiei sale si o vom nota cu .+/
ol =X, (1)
Extremitatile curset oscilatorului sunt punctele 4 de abscisa .« sirespectiv 4’ de abscisd —.+/ , simetrice faa
de pozitia O de echilibru.

* Viteza liniari instantanee a oscilatorului se defineste prin:
def

v fim 2 (2)
Ar—0 Af

avand (dupa cum veti studia la analiza matematica) semnificatia de derivatd in raport cu timpul ¢ a functiei x(z) la

momentul ¢, notata:
v=E_; 3)
dr

Vectorul vitezd v in migcarea oscilatorie liniar armonica isi modifica sensul in mod periodic, la fiecare capit al
cursei de oscilatie.

* Numim perioada a oscilatiei intervalul de timp T necesar efectudrii unei oscilatii complete, adica timpul
scurs Intre doud treceri consecutive ale oscilatorului prin aceeasi pozitie si in acelasi sens. De exemplu, drumul
O0>4->0->4—0 sau 40— A — 0 — 4 constituie oscilatii complete. Miscarea oscilatorie liniar armo-
nicd este 0 miscare periodicd, mobilul trecdnd consecutiv prin aceeasi pozitie, in acelasi sens si cu aceeasi viteza la
intervale de timp egale. Perioada sa, T, este o marime constanta.

Atat functia x(¢), care reprezina ecuatia de migcare, cat §i functia v(f), reprezentind legea vitezei in miscarea

oscilatorie liniar-armonica, sunt functii periodice de timp:

x(t)y=x(t+kT) (4)
v(ty=v(t+nT) (5)
unde k,neN.
* Inversul perioadei reprezinta frecventa oscilatiei, adica numarul de oscilatii efectuate in unitatea de timp:
1
v=— 6
7 (6)

Unitatea de masurd pentru 7 in SI este secunda, iar pentru frecventa este s~ (Hertz).
* Oscilatorul liniar armonic este adesea caracterizat prin marimea frecventi unghiulari sau pulsatie, o, defi-
nitd cinematic prin relatia:

o= 2—; =2mo (rad/s) (7

Veti vedea in paragrafele urmatoare ca pulsatia este legata de proprietatile fizice ale oscilatorului. Patratul sau,

2 . = - g . . - . N E . . . .
®", reprezintd intensitatea fortei de revenire raportata la valoarea deformirii (elongatiei) si la masa oscilatorului.



» Acceleratia instantanee a oscilatorului este; conform definitiei studiate in clasa a IX-a:

def
® o Av
a=hm— (8)
Ar—0 Af
avand semnificatia derivatei vitezei la momentul f, notata:
dv .
agq=—=v (9)
dr

Daci tinem cont de (3) atunci acceleratia momentand reprezinta derivata a doua a coordonatei de pozitie, x, la
momentul respectiv de timp, notata:
2
a= % =X (10)
Prin definitie, miscarea oscilatorie liniari este armonici dacd acceleratia mobilului este in orice moment
proportionala si de sens contrar cu elongatia:
a=-o°x (11)
constanta de proportionalitate fiind egala cu patratul pulsatiei.
Relatia (11) reprezintd conditia de armonicitate, definitorie pentru acest model de oscilator. Oscilatorul armonic
serveste drept model exact sau aproximativ pentru tratarea multor miscéri periodice din fizica clasicid si fizica
microobiectelor (cuanticd).

1.1.2.1 Cinematica miscarii oscilatorii liniar armonice

Singura migcare periodicd pe care ati studiat-o 1n clasa a IX-a este
migcarea circulard uniformd. Sa ne reamintim ci mobilul aflat in miscare
circulard uniforma parcurge arce de cerc egale in intervale de timp egale,
adicd viteza lui liniard v este constantd in modul. Vectorul vitezd liniard
v, tangent In fiecare moment la traiectoria circulard, i5i modificd in mod
continuu orientarea. Acceleratia migcarii, datoratd exclusiv variatiei orien-
tarii vitezei, se numeste centripet si are expresia:

a, == (1)

unde R - raza traiectoriei.

Perioada T, reprezentind intervalul de timp in care mobilul efectu-
eazi o rotatie completa, este constanti.

Viteza unghiulard © a miscarii circulare uniforme reprezintd unghiul la centru méturat de raza vectoare R in
unitatea de timp:

Ao
o= 2
At
Viteza unghiulari se misoard inrad s~ si este constanta in timp.
Modulul vitezei liniare si viteza unghiulara sunt legate prin relatia:
v=m-R 3)
Frecventa migcarii circulare v, reprezintd numarul de oscilatii efectuate in unitatea de timp:
1
v=— 4)
T
si se masoard in s~ = Hz (Hertz)
Intre frecventa si viteza unghiulara se stabileste relatia:
2n
o=21=— (5)
T

Sd vedem care este legitura dintre migcarea oscilatorie liniar armonicd de-a lungul unei directii si miscarea
circulard uniforma, avand In vedere periodicitatea amandurora. Vom putea stabili, pe baza acestei legdturi, ecuafia
miscarii liniar armonice x(t), ecuatia vitezei () si dependenta de timp a acceleratiei a(7), dand o interpretare

geometricd pulsatiei (frecventei unghiulare) oscilatiel armonice.



EXPERIMENT

La marginea platoului unei centrifuge manuale, instalati o tija verticald
cu o bila in varf (fig. 1.7). Faceti intuneric in sali si plasati centrifuga in
apropierea unui perete sau ecran. De la o distanti oarecare luminati tija cu
un fascicul paralel de lumind de la un aparat de proiectie. Urmiriti miscarea
umbrei bilei pe perete in timpul rotirii cu turatie constanti a platoului. Este
aceasta o miscare oscilatorie liniard? Dar armonici?

Ecuatia de miscare a oscilatorului liniar-armonic

Vom demonstra ca proiectia migcarii circulare uniforme pe directia unuia dintre diametrele cercului (sau pe o
directie coplanari cu traiectoria circulari) este o miscare oscilatorie armonica.

Fie x'Ox o axa de coordonate pe directia diametrului 44" al cercu-
lui de razd R, descris de un mobil in miscare circulara uniformi (fig. 1.8).
fn timp ce acesta descrie cercul, proiectia sa pe axa descrie o miscare
oscilatorie liniara in jurul pozitiei centrale O, intre extremititile A si 4’

ale diametrului.

Fie M, pozitia mobilului la momentul initial, 7, =0, reperabila prin
unghiul Ja centru ¢ pe care raza vectoare O—MU il face cu directia Oz,
ortogonald pe Ox.

Proiectia F, a punctului M, pe axa Ox va constitui pozitia initiald
in migcarea oscilatorie liniara. Elongatia corespunzitoare pozitiei initiale:

OP; =x,=Rsino (1)

Fie o viteza unghiulard constantd a mobilului ce descrie cercul in sens pozitiv trigonometric (invers acelor de

ceasornic) s1 fie M pozitia acestuia la momentul (s > ¢,). Unghiul la centru descris de raza vectoare in intervalul de

ump 71—, =t este of. Projectia lui M pe axa Ox este punctul P . Acesta constituie pozitia la momentul ¢ in mis-
carea oscilatorie.
Elongatia instantanee reprezentati de segmentul OP se calculeaza trigonometric din triunghiul dreptunghic
OMP , in care unghiul OMP = o = ot +¢ . Se obtine:
x(t) =OP=0Msina = Rsin(o? + o) (2)
Valoarea maxima a elongatiei oscilatiei se obtine cand M ajunge in extremitatea 4 a diametrului; in acest mo-
ment, proiectia lui M se afla, de asemenea, in A . Rezulta ca amplitudinea oscilatiei este egald curaza R a cercului:

Yo = =R 3)
Ecuatia miscarii oscilatorii liniare obtinuti prin proiectarea descrisa se va scrie:
x(1) = .+ sin(wt + @) 4
unde ¢, conform (1) si (3), va fi dat de relatia:
¢= arcsin% (5

Argumentul functiei sinus din ecuatia (4), unghiul (o7 + @), se numeste unghi de fazi sau pe scurt faza miscarii
la momentul ¢ .

La momentul initial 7, =7, faza migcarii este unghiul ¢ , numit faza initiala (sau fazi la originea timpului).

Din punct de vedere matematic, functia sinusoidald (4) ce descrie miscarea oscilatorie este continui pe
intervalul ¢ e [O,oo) , marginita (ia valori intre limitele x, . =.#six,, =—.) si periodica. Perioada oscilatiei obti-
nute prin proiectie este evident egald cu cea a miscdrii circulare. Mobilul M si oscilatorul P ajung simultan in extre-
mitdtile diametrului, asa incét in timpul in care mobilul M efectueazi o rotatie completd, proiectia sa P efectueazi o
oscilatie completa.

Frecventa oscilatorului este si ea egald cu frecventa v a miscarii circulare. Frecventa unghiulara (pulsatia) a osci-
latorului reprezinta viteza unghiulard @ a mobilului in miscare circulara, aflindu-se in aceeasi relatie cu perioada T :

2n
o=—=27V 6
7 (6)



Periodicitatea se verifica imediat in baza periodicitatii functiei sinus:

Jan, | : t
x(t+kT) = alsm{%(rﬂ(ﬂ +0 =4 sm(2ﬁ?+2kn+q)j =
) (M

. 2mt =
= ./ sin [T + (p} = ./ sin(of+ ) = x(¢)
Tot pe baza periodicitatii vom alcatui, in vederea trasarii graficului, tabelul de variatie a functiei x(z) doar
pentru prima perioadd de oscilatie, f [0,00), stiind ca valorile ei se repetd ca marime, directie si sens de variafie

dupd o perioada sau un multiplu intreg al acesteia.

Exemplu aplicativ 1
Enunt: Trasati graficul dependentei de timp a elongatiei unui oscilator liniar descris de ecuatia:

x,(1) = SSin%z (cm) )

1

o oo , . 7 O " . .
Solutie: Amplitudinea oscilatiei este .«/ =5 cm, pulsatia © = B} rad- s, iar faza la originea timpului, ¢=0.

. G 2n
Perioada oscilatiei, 7T =—=4 s

)
Alcatuim tabelul de variatie pentru o perioada.
£ (s) 0
faza: o = m 0
2
. Tt
X, = 551n7 (cm) 0

Graficul functiei x(f) este redat prin
sinusoida din fig. 1.9, obtinutd prin extinde-
rea, in baza periodicititii, a domeniului de la
te[0,T] late[0,).

Ordonata la originea timpului, avand
semnificatia de pozitie initiala a oscilatoru-
lui, este In acest caz nuld, x, =0. Oscilato-

rul se afld la momentul initial in pozitie de
echilibru, cici faza la origine ¢ =0.

Sa observim cd punctele B,D,F din
grafic,corespunzidnd aceleiagi valori x a
clongatiei, dar si aceluiagi sens de variafie (descrescator) al acesteia, sunt separate prin intervale temporale egale cu o
perioadd sau un multiplu Intreg al acesteia. Degi punctele 4 §i B (sau 4 §iD etc.) corespund si ele aceleiasi valori a
elongatiei, x, ele diferd prin sensul de variatie a elongatiei: pentru 4, elongatia creste, iar pentru B sau D elongatia
descreste. Prin urmare, 1, ~¢, # T (respectiv ¢, —f, # kT, kcN).

Exempiu aplicativ 2
Enunt: Reprezentati acum graficul dependentei de timp a elongatiei oscilatorului descris de ecuatia:
&
x,(r)=Ssin! B e (cm) ®
(23




Solutie: S& observim ci amplitudinea
si pulsatia oscilatorului sunt aceleasi ca in
prima aplicatie. Cele doud oscilatii difers
prin faza la originea timpului. In al doilea
caz, aceasta are valoarea:

T

=— 10

?=3 (10)

t(s) ceea ce Inseamnd cd fatd de prima

oscilatie, aceasta este defuzatd in avans cu

grad. Graficul Iui x,(t) se obtine din

primul grafic printr-o translatie (fig. 1.10) in
lungul axei timpului, echivalenti cu
decalajul temporal dintre cei doi oscilatori:

T 2
a=2-2r-225  an
o 2n 6 3
Ordonata la originea timpului, adica po-
zitia initiala a oscilatorului, va fi in acest caz:

fw = Asing=""em (12)

1(s)

Ecuatia vitezei oscilatorului liniar

Viteza liniara ¥, in miscarea circulara uniforma este tangenta la cerc in punctul M , unde se afli mobilul la

momentul de timp ¢, iar modulul sau pistreaza valoarea constanta:

/7

v, =0OR = .4 (D
Proiectia vitezei tangentiale Vv, pe axa Ox rveprezintd viteza
instantanee v a oscilatorului liniar, aflat in pozitia P de elongatie x, la
momentul ¢ (fig. 1.11):
V=V, =V coso 2)
unde o este unghiul de faza la momentui f :
a=0r+oe 3)
Inlocuind (1) 51 (3) in (2) obtinem ecuatia vitezei:
v(f) = .o cos(ot + Q) (4)
S& observdm ca functia v(r) este continud si periodici pentru

1ef0,0),casi x(r).

Valorile extreme ale vitezei in miscarea oscilatorie (v, = .4 si
respectiv v, =—.<» ) sunt atinse la trecerea oscilatorului prin pozitia

centrald O (fig. 1.12), intr-un sens si in altul, iar anularea vitezei de
oscilatie are loc in pozitiile extreme ale cursei, 4 si A', in care elongatia
atinge valorile maxime ./ §i respectiv —/ .

Oricum, ne asteptim la acest defazaj intre viteza v(f) si elongatia
corespunzatoare, x(¢), ele fiind descrise matematic prin functii sinus si

cosinus ale aceluiasi argument, intre care exista relatia cunoscut:

cos(of + o) = sin(cot+<p+§} (5)

10




BT : A JVV, ! ., T o . 5
Rezulta ¢a viteza oscilatorului liniar este, in orice moment de timp, defazatd cu 3 radiani (90°) in avans fatd de

elongatie. Se spune ¢a viteza este In cuadraturad avans fatd de elongatie.

{ Vagie

Analitic, stim de la matematicd, ci 1n orice punct de extrem al unei functii continue si derivabile derivata sa de
ordin I se anuleaza. Tinind cont ¢ x ==.+/ sunt puncte de maxim, respectiv minim ale elongatiei si ¢ derivata
acesteia in raport cu timpul reprezinti viteza in punctele (la momentele) respective, deducem c viteza se anuleazd in

pozitiile extreme ale cursei oscilatorului.
x, =t =>v=0

(6)

Viteza oscilatorului este pozitiva in jumitatea de perioada corespunzatoare deplasérii de la 4" la 4 si negativd

in jumitatea de perioada destinata deplasarii de la 4 spre A4'.

Reprezentarea grafica a vitezei ca func-

tie de timp ilustreaza altemanta semnului vite- X (cm)
zei si defazajul acesteia in raport cu elongatia. a) Vv,(cm s
Pentru oscilatorul: 51
. Vi =5
X (=5 smgt (cm) A :_5_ N
Xy =Asing|”

din exemplul 1, viteza are forma analiticd Voy =40 cosQ | F- !

5w e
v (£) = —cos—-t (cm/s
1 (7) 7 &% (cm/s)

si reprezentarea graficd din fig. 1.13.a.
Pentru oscilatorul:

xa(t):Ssin[EtJrEj (cm),
- 2 3
graficul dependentei vitezei
Sn LI
v, (t) =—cos| —t+—| (cm/s
A (1) 5 ( 5 3j (cm/s)

este ilustrat in fig. 1.13.b. Remarcati ca ordo-
nata la originea timpului reprezintd viteza
initiald a oscilatorului:

v, =V(t, =0) = dcos@ ¢

t(s)

n -1
Vg =—— Cm'S
2

T oems!
v, = ¢
02

4

1(s)

Acceleratia oscilatorului liniar

Obtinem expresia acceleratiei oscilatorului la momentul ¢ prin
proiectarea acceleratiei instantanee centripete a mobilului M In migcare
circulard uniforma (fig. 1.14).

Cum
v2
a =-=0'R=0" 1
= ()
rezulti:
a=—a,sin(ot +0) = -0 sin(of + ¢) 2

Este de remarcat faptul ca la orice moment de timp, vectorul de pozi-

tie OP al oscilatorului si vectorul acceleratie a sunt de sensuri opuse.

11
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Aceasta revine la-a spune '¢i acceleratia  a(t) si elongatia x(t) sunt in orice moment de semne contrare.
Comparand ecuatia miscarii-oscilatorii studiate:
x(f) = .4 sin(®t + ) 3)
cu expresia acceleratiei data de (2) ajungem la relatia:
a=-0’x 4)
Faptul ca@ acceleratia miscarii oscilatorii liniare este in orice moment proportionald cu elongatia $i de sens
contrar acesteia face cd aceastd miscare si fie armonicai.
Acceleratia oscilatiei liniar-armonice obtinute prin proiectarea miscarii circulare uniforme este defazata fata de

elongatie cu 7 radiani (1807 ):

a(t) = -’ sin(of + @) =
)

=’ sin(w? + @+ 1)
v(ems™) ) B L n e
: x(cm) iar fati de vitezi cu ) radiani in avans.
a(cm s™)
Spunem c@ acceleratia este in opozitie de
S (4 S R e e IS o e fazi cu elongatia si in cuadraturi avans
5t/2 = Vi () =—-cos— fati de vitez.
51 Era Aceste defazaje sunt puse in evidenti
X ()= 5sinn—t si_ pri1_1 compararea _graﬁcelor _gccelera_t;iei,
| 2 vitezei si elongatiei ca functii de timp,
y (2T) trasate in acelasi sistem de axe (fig. 1.15).
0 1(s) Acceleratia devine maximi (.<0”)
i\ fi A AV : i cind elongatia este minima (—. ) i invers.
5+ ' LACEA Ambele mirimi se anuleazi simultan, la
—5n/2 I s N s trecerea oscilatorului prin pozitia centrali
AL T 7 SRR, . O O(x=0,a=0).

i Armonicitatea oscilatiilor sinusoidale este o consecintd a formei lor analitice.
| Intr-adevir, pentru functia de forma:

x(f) = A sin(ot + @) (6)

derivata intdi in raport cu timpul, avand semnificatia fizici de viteza instantance a oscilatorului, va avea expresia
cunoscuta:

dx(r
v(t) = d—() = X(f) = —dwcos(®f + @) (7
!
Derivata a doua a elongatiei, reprezentand acceleratia instantanee, este de asemenea functie sinusoidala de timp:
dv(r .
a(t) = Z(t ) = (6 = —o? sin(ar + ) (8)

Astfel ca functia si derivata a doua a functiei in raport cu timpul au, la orice moment de timp 7, valori direct
proportionale si de semne opuse:

a(t) = -0’ x(t) 9)

ceea ce determind armonicitatea oscilatiilor.

2. Trebuie mentionat ca atét proiectia miscarii circulare uniforme pe
1 X . . . . . - . 4 3 .

Fig. 1.16 A directia Ox a diametrului 44’ al cercului, cét si proiectia pe directia Oz
a diametrului BB’ perpendicular pe A4’ constituie migcari oscilatorii
liniar armonice (fig. 1.16).

Intr-adevar, oscilatia obtinuta prin proiectarea pe Oz are ecuatia:
z(t) = .+ cos(wt + ) 10)
Pulsatia @ si amplitudinea .«/ sunt aceleasi. Cele doua oscilatii
perpendiculare difera doar prin faza la originea timpului:

2(1) = .o cos(o1 +¢) = . sin(o1 + ¢ +§) (11)

12



Defazajul intre oscilatii'se mentine constant, egal cu

o | A

Putem astfel privi miscarea circulard uniforma ca rezultat al compunerii a doud miscari oscilatorii liniar

. . . 2 . . T - L
armonice de aceeasi amplitudine §i frecventd, perpendiculare si defazate cu 5 una fatd de cealalta.

Considerand planul xOz ca plan complex, vectorul de pozitie OM de modul .«/ este determinat prin afixul

sdu complex, notat .o/ :

Afixul .+ reprezintd miscarea oscilatorie liniar armonica, intrucat atat
Re o = ./ cos(ot + @) = z(¢)
cat si
Im oZ = .4 sin{wt + @) = x(1)
reprezinta elongatiile a doi oscilatori liniar armonici.

il = .ol cos(@t + Q) + i sin(wt + @) = 4™ e

(12)

(13)

(14

Mairimea complexd .+ se numeste elongatie complexa armonica. Viteza complexa si acceleratia complexd vor

fi reprezentate prin derivatele de ordinul intai si respectiv doi ale elongatiei complexe:

v = = iwde e = iw.d

a :‘;}: _(D;_J/em)l ‘el(p — _0\)2£

Reprezentarea fazoriala a oscilatiel liniar armonice

(135)
(16)

Reprezentarea miarimilor oscilatorii prin vectori, numiti fazori, reduce multe probleme legate de oscilatii la

probleme de geometrie elementara.

Un fazor este un vector rotitor in planul xOz (fig. 1.17) a cirui origine este fixa si coincide cu originea axelor
de coordonate; extremitatea fazorului se roteste uniform In sens pozitiv trigonometric cu o viteza unghiulard ® egala

cu pulsatia oscilatiei; la momentul initial 7, =0, fazorul face cu axa Oz
un unghi @ egal cu faza initiald a oscilatiei; modulul fazorului corespunde
amplitudinii oscilatiei reprezentate. Astfel, modulul fazorului prin care se
reprezintd elongatia unei misciri oscilatorii liniar armonice:
\ x(t) = A sin(of + @)
corespunde amplitudinii .« . Proiecfia fazorului, la orice moment de timp
t, pe axa Ox este chiar elongatia miscdrii la acel moment x(t).
Fazorul ce reprezinta viteza oscilatorului liniar armonic:
v(t) = Awcos(wt + @)
se roteste cu aceeasi vitezd unghiulard ®, are modulul egal cu amplitu-
dinea vitezei v, = 40 si este, la orice moment de timp, defazat cu ©/2
fnaintea fazorului elongatiei (cuadratura avans). Pozitia relativa a celor doi

fazori nu se modifica in timpul rotirii lor (fig. 1.18)
Fazorul reprezentativ pentru acceleratia oscilatorului armonic:

a(t) = -’ sin(ot + @)

Ao

gL

+n /2

, rE"Z‘/'/

va avea modulul .#o’, se va roti cu aceeasi vitezd unghiulari ® si va fi in permanenti opus fazorului elongatiei,
ceea ce corespunde defazajului de © radiani existent intre acceleratie si elongatie (opozitie de fazi).
In raport cu fazorul vitezei, fazorul acceleratiei este in cuadraturi avans (fig. 1.18).
Reprezentarea oscilatiilor armonice prin fazori este foarte utild in studiul circuitelor de curent alternativ si In
opticd. Metoda fazoriala de tratare a oscilatiilor a fost pusé la punct de fizicianul francez Fresnel.

Exercitiu aplicativ

Enunt: Scrieti ecuatia de migcare a unui oscilator cu frecventa v =50 Hz daca la momentul initial:
a) este lasat sd oscileze liber dintr-o pozitie aflata pe directia de oscilatie Ox la distanta x, =3 cm cm de pozitia

sa de echilibru O ;

,_.
(9%}




b) se afla in pozitia de echilibru x, = O si i se comunicd un impuls p, = g kg-m/s pe directia de oscilatie;

¢) se afla in punctul de abscisd x, =4 cm si are viteza v, =31 ms™ .
Solutie: Scrierea ecuatiei oscilatiei liniar armonice:
x(t) = .o sin(®? + )

presupune cunoasterea pulsatiei, o, a amplitudinii, .«/ si a fazei la originea timpului, ¢ .

Pulsatia se determina din relatia:

®=2m=100m rads™

Constantele .o/ si @ sunt unic determinate de conditiile initiale ale problemei, adici de pozitia initiala x, a

oscilatorului si de viteza acestuia la momentul initial, v, .

Pentru 1, = 0, din ccuatia de migcare si ecuatia vitezei se obtine sistemul de dous ecuatii cu doud necunoscute:

x(t, =0)=x, = -sin@
» ey
v(t, =0)=v, =.40cosQ
Pentru aflarea lui .« si ¢, punem ecuatiile sistemului sub forma:
. Xy Yo
SINQ =—; COSQ = 2
¢ ol ? /0] @
Prin ridicarea la pétrat si adunarea membru cu membru a ecuatiilor, obtinem pentru amplitudine:
.l =
Al :—\/vg +x; 0’ (3)
©
Impartind ecuatiile (2) membru cu membru, gisim:
X,
tgp =~—"— (4)

Vo

Am expus aici metoda generald de calcul pentru aflarea amplitudinii si fazei initiale. Ea poate fi particularizati

pentru conditii initiale concrete. In unele situatii, rezolvarea sistemului (1) devine mult mai usoara:
a)La £, =0, x, =3 cm =3-10"m, iar v, = 0. Sistemul de ecuatii (1) este:
3107 =. -sing
0=.4mcoso

(5)
Rezulta direct cosp =0, ¢ = g, iar./ =3-107"m.

Ecuatia oscilatorului este in acest caz: x(r) = 0,03- sin[lOOm + gj (m) adici:

x(t) =0,03-cos100ms (m) 6)
b)La £, =0, x, =0, iar v, =22 = 7 ms™ . fnlocuind in (1): {O —lsing
m 7 = 100740 cos @
Rezulta imediat: ¢ =0, $i.«/ = 0,01 m. Ecuatia miscirii se va scrie:
x(¢)=0,01-sin100xnz (m) (7)
f) in aceasts situatie este indicata aplicarea rezultatelor metodei generale.
Inlocuind valorile Iui x, si v, in ecuatia (3) obtinem valoarea amplitudinii:

1 :
ol =——J(3n) +(4-107 10°1)* m=0,05m
1007

Din relatia (4) gdsim pentru faza initiali:
4:107-10°n 4
¢ =arctg ———— = arctg —
3n 3
Ecuatia oscilatorului devine:

x(t) = 0,05~sin(100m + arctg?) {m) (8)

14



1.1.2.2 Studiul experimental al unor procese oscilatorii libere simple

Cele mai simple sisteme oscilante libere sunt pendulul elastic si pendulul matematic (simplu).
In cele ce urmeaza vom analiza rolul fortei de revenire si al inertiei sistemului in determinarea miscarilor oscilatorii
ale celor doua sisteme, demonstrand cd, in absenta frecérilor, oscilatiile acestora pot fi considerate liniar armonice.

A. Studiul pendulului elastic

Pendulul elastic este constituit dintr-un :
corp de mici dimensiuni (punct material) de o Bie- L%

masd m, legat de un resort presupus perfect
elastic ¢i fard masd, avdnd constanta de
elasticitate k.

Indepartand masa m din pozitia de
echilibru pe directia resortului si eliberand-o
apoi, observam oscilatiile libere ale acesteia
in jurul pozitiei de echilibru (fig. 1.19).

P

EXPERIMENT

Pentru inregistrarea miscérii oscilatorii a masei m suspendate de
resortul avind constanta de elasticitate &, se poate folosi osciloscopul
catodic sau calculatorul, prin convertirea variatiilor pozitiei corpului in
tensiune electrica variabila.

Pentru aceasta, se fixeaza de corpul m o tijd metalica ugoari a cérei
extremitate se scufundd mai mult sau mai putin intr-o cuvi cu o solutie
conductoare. La suprafata lichidului si pe fundul acestuia se gisesc dou
plici conductoare plane legate la o baterie (fig. 1.20). Intre tija metalica si
una dintre plicile cuvei se conecteaza un osciloscop catodic. El masoari
diferenta de potential intre una dintre plici (C) si extremitatea tijei.
Aceasti tensiune, U , este proportionald cu distanta ¢ dintre extremitatea
tijei si placa conductoare C. In timpul oscilatiilor, aceastd distanta variaza,
aga incat tensiunca inregistratd va fi de asemenea variabila. Potrivind baza
de timp in mod convenabil, pe ecranul osciloscopului vom vizualiza
migcarea extremititii tijei, deci a masei m (fig. 1.21). Migcarea este
periodicd, sinusoidala (usor amortizatd din cauza frecirilor slabe ale tijei
cu lichidul si ale intregului sistem oscilant cu aerul). Putem determina
perioada T prin citiri pe ecranul osciloscopului, folosindu-ne de indicatia
bazei de timp.

Reluim experimentul, modificind amplitudinea migcérii. Constatim
cd perioada nu se modificd (fig. 1.22). Daci insd Inlocuim corpul cu un
altul de masi diferita, perioada se modifica.

in fig. 1.23 sunt redate inregistririle suprapuse ale unui oscilator
constituit din acelasi resort, dar cu doud mase diferite, m, >m, . Puteti

observacd T, > T, .

o) Fig. 1.22 "
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Studini dinamic
Sistemul studiat este punctul material de masa m supus greutatii proprii si fortei elastice cu care actioneaza asupra sa
resortul ideal avand constanta de elasticitate & (fig. 1.24). La echilibru, punctul material m ocupa pozitia O, iar resortul

este alungit cu s, . Fortele ce actioneaza asupra lui m sunt greutatea G si forta elastica ﬁeo , corespunzatoare alungirii s, .

Dupa cum stiti, intensitatea fortei elastice este proportionald cu deformarea resortului.
Conform principiului I al dinamicii,
vom scrie:

G+F, =0 (1)

In proiectia pe axa Ox, orientatd
vertical in jos:

mg—ks, =0 (2)

________ Resortul este deformat (alungit sau

5o comprimat) si eliberat fara viteza initiald

ta x(r} (momentul f, =0). Punctul material m

3 P(x} """"" oscileaza liniar. La un moment oarecare de

timp ¢, fie x(f) elongatia punctului fata de

in migcare G
la momentul ¢ x . . . 3
oarecare pozitia de echilibru. Alungirea totald a

resortului, s, +x, determina aparitia unei

forte elastice 1:1 orientatd spre pozitia de echilibru. Fie @ acceleratia oscilatorului la momentul considerat. Se aplica
principiul fundamental al dinamicii sub forma vectoriala:

G+FE =md (3)

In proiectia pe axa Ox:
mg —k(s, +x)=ma 4

D (2) si (4) obtinem:
ma = —kx (5
sau
a= —ix (6)
m

Cum momentul de timp este oarecare, tragem concluzia ca in timpul oscilatiei acceleratia este proportionald cu
elongatia si de sens contrar acesteia, deci ci oscilatorul considerat este grmonic. Conform conditiei de armonicitate,
constanta de proportionalitate intre a(r) si x(¢) este patratul pulsatiei proprii de oscilatie.

Deducem ca pentru pendulul elastic, pulsatia proprie este:

0= k; (7)

m
Sé observam ca aceasta nu depinde decat de elasticitatea resortului si de masa oscilatorului. Intr-adevar, forta de
revenire, orientatd in orice moment spre pozitia de echilibru, este forta elastica:
E =F =—hx (8)
Interpretarea dinamicé a pétratului pulsatiei proprii ca raport al fortei de revenire pe unitatea de deformare si al
masei sistemului ne conduce la acelasi rezultat:

r F:z
wZZLZLZE 9)
m m m

Perioada proprie a oscilatorului elastic va fi proportionali cu ridacina patrati a masei acestuia:

m
T= 211:\/; (10)

ceea ce se poate constata experimental.

Relatia (6) poate fi scrisa sub forma:
+0'x=0 an
Din punct de vedere matematic, ecuatia prin care sunt legate o functie si una sau mai multe din derivatele sale in
raport cu variabila independentd constituie o ecuatie diferentiald. Oscilatorul armonic este descris de ecuatia
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